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Аннотация
В работе предложена конечно-элементная методика расчета деформирования обделки тоннеля
метрополитена,расположенного в сухим и водонасыщенным грунтом. Для моделирования взаимодей-
ствия между элементами деформируемых конструкций и грунтовыми средами используется специаль-
ный "контактный"конечный элемент, позволяющий учесть все случаи взаимодействия контактирующих
поверхностей. Решен ряд задач деформирования кольца обделки тоннеля метрополитена, расположен-
ного в грунте сложной физической природы.
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Summary
In operation the finite and element method of calculation of deforming of an lining of a tunnel of the
subway located in dry and water-saturated soil is offered. For simulation of interaction between elements
of deformable constructions and the soil environments the special "contact"terminal element allowing to
consider all cases of interaction of the contacting surfaces is used. A row of tasks of deforming of a ring of
an lining of a tunnel of the subway located in soil of the difficult physical nature is solved.
Key words: a method of finite elements, contact problems, finite strains, soils.
Введение
При проектировании современных транспортных и строительных сооружений часто практикуются ра-
боты в грунтах, находящихся в сложнейших физико-геологических условиях. Традиционно в механике
деформируемого твердого тела используются методики, в которых используется лагранжево описание
сплошной среды [5,13,15]. В этом случае формулируется краевая задача в дифференциальной или ва-
риационной формах, для решения которой возможно использование различных численных алгоритмов
[2,16,17]. В последнее время получили развитие пошаговые методы нагружения, в соответствии с которы-
ми процесс деформирования представляется как последовательность равновесных состояний, и переход
из текущего состояния в последующее определяется приращением нагрузки, изменением граничных усло-
вий или расчетной области и т.д. При моделировании взаимодействия элементов конструкций с грунтами
[1,6-9] в большинстве случаев для адекватной оценки характера деформирования используются различ-
ные методики контактного взаимодействия элементов конструкций между собой и с грунтом. Для описа-
ния пластического деформирования обычно используется связь между приращениями компонент тензора
обобщенных напряжений [3,4] и тензора деформаций Коши-Грина в виде уравнений Прандтля-Рейсса
для упрочняющегося материала [2]. В свете результатов, изложенных в [10,11,12,14], их использование
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при постановке упругопластических задач механики деформируемых твердых тел не позволяет описать
явление статической неустойчивости образцов при их растяжении (следовательно, и процесс образова-
нияшейки у пластических материалов). В связи условие текучести и уравненияПрандтля-Рейсса заменим
аналогичным условием текучести F ≡ σi − c = 0, σi =
√
3
2
∑
i,j
σ′ijσ′ij , c = H (χ) и уравнениями
∆σij =
E
1− 2µδij∆ε
tr
0 + 2G∆ε
′tr
ij − α
3G
∑
k,l
σ′kl∆ε
tr
kl
(σi)
2
(H ′χ/3G+ 1)
σ′ij = Dijmn∆emn +D
p
ij (∆emn, emn) ,
составленными с использованием компонент истинных напряжений σij и истинных деформаций εtrij , при-
нимая в дальнейшем для них обозначения
ε′trii = εi, ε
′tr
ij = sin γij , i 6= j (1)
выделяя в них линейную часть (тензор малых деформаций при малых перемещениях) согласно представ-
лениям
ε′trii = eii +
(√
1 + 2εii − 1− eii
)
= eii + e
′nl
ii ,
ε′trij = eij +
(
2εij(1 + 2εii)
−1/2
(1 + 2εjj)
−1/2 − eij
)
= eij + e
′nl
ij ,
и устанавливая вид функции H , исходя из истинной диаграммы деформирования образцов. В уравнениях
(1) через ∆ε′trij обозначены приращения компонент деформаций ∆ε
′tr
ij , через ∆ε
tr
0 – приращения сред-
ней истинной деформации, через ∆ε′trij – приращения девиатора истинных деформаций, а через Dijmn и
Dpij (emn,∆emn) – линейно упругие константы материала и нелинейная часть приращения напряжений.
Для моделирования механического контакта используется специальный контактный элемент, позволяю-
щий учесть возможность различные случаи взаимодействия между собой контактирующих поверхностей,
в частности, отрыва, проскальзывания с трением и т.д. Общее разрешающее уравнение деформирования
подконструкций с учетом механического контакта в вариационной форме имеет вид
∑
m
∫∫∫
Ωm
{σ}T {δε} dΩ+
∑
k
∫∫∫
Ωk
{σH}T {δεH} dΩ=
∑
m
(∫∫∫
Ωm
ρ{g}T {δV } dΩ+
∫∫
Sσ
m
{P}T {δV } dS
)
, (2)
где сумма по m – сумма по объемам блоков, по k обозначается сумма по накладкам, Ωm , Ωk – соот-
ветственно, объемы блоков и накладок;{σ} , {ε} , {V } – напряжения, деформации и перемещения эле-
ментарных объемов блоков; {σH} , {εH} – напряжения и деформации в накладках, {g} – вектор уско-
рения свободного падения(ρ {g} – сила тяжести), {P} – граничная нагрузка, действующая на части
границыSσm . Будем считать, что первоначальное обжатие контактного конечного элемента всегда суще-
ствует. Для решения нелинейной задачи на базе уравнения (2) используется итерационный метод, являю-
щийся комбинацией метода начальных напряжений и метода дополнительной деформации. Базовым для
определения k -й итерации является следующее вариационное уравнение
∑
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(3)
где величины σ˜kH и τ˜
k
H (3) являются "начальными напряжениями" . Используемая итерационная процеду-
ра типа "метода начальных напряжений" представляет собой следующую последовательность действий.
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Первое приближение определяется из решения вариационного уравнения принципа виртуальных переме-
щений в предположении справедливости закона Гука:
∑
k
∫∫∫
Vk
{σ}
T
{δε} dVk =
∑
k
∫∫∫
Vk
{Q}
T
{δu} dVk +
∑
k
∫∫
Sk
{P}T {δu} dSk,
где {σ} , {ε} – векторы напряжений и деформаций на k -ом трехмерном фрагменте грунта; {Q} , {P} –
векторы массовой и поверхностной нагрузок. В данном уравнении предполагается, что кинематические
связи между фрагментами (условия непрерывности перемещений) и кинематические граничные условия
выполняются априори. Уравнения равновесия для каждого фрагмента, статические условия сопряжения
и статические граничные условия выполняются автоматически в интегральном смысле. В этом случае раз-
решающее уравнение линейно и записывается в виде:
∑
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∫∫∫
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{
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}T
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∑
k
∫∫∫
Vk
{Q}
T
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∑
k
∫∫
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Все последующие шаги итераций основаны на линейных уравнениях для приращений
∑
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}T
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σ
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из решения которых находятся{
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}
,
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}
,
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}
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{
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}
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Истинное деформированное состояние определяется как{
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}
=
{
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}
+
{
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}
,
{
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}
=
{
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}
+
{
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}
.
"Пробные" напряжения для анализа возможного предельного состояния и определения истинных и до-
полнительных напряжений находятся как{
σ(k+1)
}
=
{
σ
(k)
T
}
+
{
∆σ(k+1)
}
, (5)
где
{
σ
(k)
T
}
– истинные напряжения, соответствующие принятой теории прочности. Для их вычисления по
напряжениям (5) строится "упругопластическая матрица" (3) и определяются{
σ
(k+1)
T
}
=
{
σ
(k)
T
}
+
[
D(k+1)ep
]{
∆ε(k+1)
}
. (6)
В правой части уравнения (4) фигурируют так называемые "начальные" или "дополнительные" напряже-
ния, которые вводятся как разности "пробных" напряжений (5) и истинных (6){
∆σ(k+1)
}
=
{
σ(k)
}
−
{
σ
(k+1)
T
}
.
Переход от вариационной задачи к алгебраической производится посредством дискретизации мето-
дом конечных элементов.
Разработана и реализована методика определения напряженно-деформированного состояния в об-
делке тоннеля метрополитена на основе уточненных моделей. Принимается вариант заглубления тоннеля
на 6 м от поверхности, которое имеет место для той его части, которая исследовалась экспериментально.
Это позволяет сопоставить результаты расчетов с опытными данными и судить о том, какая из расчетных
схем наиболее близко соответствует реальности.
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Вариант 1 предполагает однородный грунт (супесь пластическая) со следующими характеристиками:
модуль упругости E = 12 МПа, коэффициент Пуассона µ = 0.3 , удельный вес γ = 2060 кг/м
3
, коэф-
фициент сцепления c = 15кПа, угол внутреннего трения ϕ = 22◦ , пористость m = 0.363 , коэффициент
фильтрации kф = 0.1м/сут ≈ 1.16∗10−6м/с. Вариант 2 также предполагает однородный грунт (песок мел-
кий водонасыщенный) со следующими характеристиками: модуль упругости E = 33 МПа, коэффициент
Пуассона µ = 0.3 , удельный вес γ = 2040 кг/м
3
, коэффициент сцепления c = 2.6кПа, угол внутреннего
трения ϕ = 22◦ , пористость m = 0.379 , коэффициент фильтрации kф = 9.5м/сут ≈ 1.1 ∗ 10−4м/с Для
бетона принимаются следующие параметры: модуль упругости E = 35000 МПа, коэффициент Пуассона
µ = 0.3 , удельный вес γ = 2500 кг/м
3
.
Рассматривалась задача о взаимодействии кольца обделки с грунтовыммассивом, достигнувшем пре-
дельного состояния. Численные расчеты свидетельствуют о достижении грунтом предельного состояния
в части расчетной области. Иллюстрацией этому является рисунок 1, на котором изображены области
развитых пластических деформаций для вариантов 1. Однако на напряженное состояние кольца обдел-
ки это обстоятельство сказывается мало. В табл. 1 приведены значения максимальных растягивающих
и сжимающих окружных напряжений для приведенных в предыдущем разделе вариантов распределения
грунтов. Отличие от результатов упругого расчета не превышает 1%.
Рис. 1:
Tабл. 1:
Грунт σmaxокр [МПа] σ
min
окр [МПа]
Вариант 1 17.9 20.5
Вариант 2 11.2 -14.1
Еще одна расчетная схема предполагает решение стационарной задача консолидации грунтовой сре-
ды, которая учитывает взаимное влияние давления грунтовых вод и напряженно-деформированного со-
стояния скелета грунта. Проведены исследования течения грунтовых вод на напряженное состояние в
грунте и обделке. Для этого на боковых поверхностях расчетной области задавались некоторые условные
значения потока. В этом случае давление грунтовых вод приобретало неравномерность распределения по
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горизонтали и появлялась боковая составляющая нагрузки. На рис. 2 представлено распределение дав-
ления в жидкой фазе при Ka∂P
w
/∂n/γ
w = 0.02 и уровне грунтовых вод – 2 м от свободной поверхности.
В кольце обделки уровень напряжений незначительно увеличивается.
Рис. 2:
Предложенный метод решения задач механики с конкретными приложениями относится к совре-
менной технологии научного сопровождения, проектирования и строительства сложных объектов. Его
использование позволяет проследить за изменением напряженно-деформированного состояния и поля
перемещений структурно изменяющейся расчетной области от начала и до конца строительства. Это поз-
воляет более точно и технически грамотно принимать проектные решения для различных этапов строи-
тельных работ, что зачастую нельзя сделать, опираясь только на существующие СНиПы.
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